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Cilj upotrebe svakog sistema za seizmiμcku zaštitu objekata je oμcuvanje odgovora kon-
strukcije na dejstvo zemljotresa u granicama sigurnosti i upotrebljivosti tokom i nakon
trajanja tog dejstva. Kada su u pitanju objekti od velikog opšteg društvenog znaμcaja ovi
zahtevi se proširuju i na oμcuvanje pune funkcionalnosti. Zato se prilikom projektovanja
ovih objekata naméce potreba za primenom sloμzenih upravljaμckih sistema seizmiμcke za-
štite. Seizmiμcka izolacija ili aseizmiμcka izolacija temelja je strategija zaštite od zemljotresa
koja ima za cilj da razdvoji kretenje superstrukture od podrhtavanja zemljine kore tj. da
redukuje sile koje se zbog tog podrhtavanja prenose na superstrukturu [42]. Razvoj kako
eksperimentalnih tako i teorijskih rezultata za sisteme ove vrste zaokuplja veliku paμznju
nauμcne i struμcne zajednice što se moμze videti u preglednim radovima [13], [32], [47] i [73],
da se pomenu samo neki.
Kao najsloμzeniji i naje…kasniji istiμcu se sistemi formirani od kombinacije aktivnih i
pasivnih ure†aja u okviru sistema bazne izolacije što i jeste predmet ove teze. Svaki od
elemenata sistema bazne izolacije ima svoju upotrebnu svrhu, videti na primer [70] i [72]
gde su prikazani rezultati dosadašnjeg razvoja sistema seizmiμcke izolacije sa primenom na
objekte visokogradnje. U osnovi svaki sistem ima zadatak da smanji silu koja se prenosi
na superstrukturu bilo klizanjem objekta u odnosu na njegove temelje bilo elementima
za disipaciju energije kroz mehanizme viskoelastiμcne deformacije i suvog trenja. Pri tome
pasivni elementi ukljuμcuju i nove visokoe…kasne viskoelastiμcne materijale napravljene od
elastomera i polimera i razliμcite sisteme frikcionih mehanizama. S druge strane, ti sistemi
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sadrμze i aktivne upravljaμcke ure†aje μciji je cilj ograniμcavanje pomeranja objekta kako se
ne bi narušio funkcionalni kapacitet pasivnih elemenata.
Teorijska analiza ovako sloμzenog sistema zahteva paμzljiv pristup formiranju modela
kojim bi se opisalo realno ponašanje sistema koji se najμceš́ce koriste. Prema autorovom
znanju u ovom radu je izloμzen jedinstven pristup razvoju modela sistema seizmiμcke za-
štite ovakvog tipa. Osnovni cilj istraμzivanja u okviru ove teze je da se analizira i reši
problem optimalnog upravljanja kojim bi se u pretpostavljenom vremenskom intervalu
trajanja zemljotresa bazno izolovan objekat zadrμzao u blizini ravnoteμznog poloμzaja. Pri
tome će se pored dejstva aktivnog ure†aja kvanti…kovati i uticaji frakcionog prigušenja
i suvog trenja na disipaciju energije. Naime, za razliμcite modele viskoelastiμcnih eleme-
nata i razliμcite tipove seizmiμcke pobude poredíce se vrednosti kriterijuma optimalnosti,
motivisanog zadacima teorije linearnog regulatora, [71], i za zadatke dinamike i zadatke
optimalnog upravljanja. Taj kriterijum je dat u obliku kvadratnog funcionala koji u
zadatom vremenskom intervalu treba da minimizira relativno pomeranje u odnosu na
poloμzaj pre poμcetka zemljotresa, relativnu brzinu i dejstvo u aktivnom upravljaμckom ure-
djaju. Pri tome će se kvanti…kovati i sile koje se od baze prenose na superstukturu kroz
sile u frikcionom i viskoelastiμcnom prigušivaμcu.
Ova teza povezuje probleme seizmiμcke izolacije sa teorijom frakcione viskoelastiμcnosti,
matematiμckom teorijom optimalnih procesa i numeriμckom analizom. Rezultati ove teze
iz domena frakcione viskoelastiμcnosti su objavljeni u [50] i [51], a sam rad, na neki naμcin,
predstavlja nastavak i dopunu rezultata prikazanih u [74] gde se problem optimalnog




Zadatak ove teze je da razvije pristup i matematiμcki model koji bi omogúcio numeriμcke
simulacije ponašanja struktura pod dejstvom razliμcitih seizmiμckih pobuda i razliμcitih ele-
menta kojima se minimizira njihov negativan efekat. Ideja je da se na osnovu rezultata tih,
relativno jeftinih simulacija, prepoznaju prihvatljiva rešenja za izbor pasivnih frikcionih i
viskoelastiμcnih elemenata koji bi konstrukcije u gradjevinarstvu μcinili bezbednijim.
2.1 O seizmiμckom dejstvu
Zemljotres je kratkotrajno podrhtavanja pojedinih delova Zemljine kore koje nastaje usled
pomeranja litosfernih ploμca duμz rasednih linija. Iako je ova pojava μcesta, najvéci broj
zemljotresa je slabog intenziteta, deluju na ograniμcenom podruμcju i vibracije tla koje
nastaju kao posledica takvih potresa ne utiμce znaμcajno na gra†evinske objekte. Me†utim,
povremeni snaμzni zemljotresi tokom kojih potencijalna energija velikih masa prelazi u
kinetiμcku energiju, mogu dovesti do znaμcajnih oštécenja i rušenja gra†evinskih objekata
što μcesto za posledicu ima i gubitak ljudskih μzivota. Kroz istoriju, uz razvoj tehniμckih i
graditeljskih saznanja došlo je i do nastanka sistema i mera za zaštitu od zemljotresa.
Za projektovanje objekata u seizmiμcki aktivnim podruμcjima i njihovu dinamiμcku anal-
izu, neophodno je kvalitetno de…nisanje seizmiμckog opterécenja - pobude. U projek-
tantskoj praksi se mogu prepoznati dva standardna pristupa u de…nisanju seizmiμcke
pobude. Prvi pristup se zasniva na koriš́cenju vremenskih zapisa ubrzanja tla tzv. akcelero-
grama za zemljotrese koji su se véc dogodili na odgovarajúcem podruμcju. Ovaj pristup je
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i uslovljen postojanjem véc snimljenih zemljotresa. U suprotnom, ukoliko ne postoje véc
snimljeni zapisi merenja koristi se pristup predvi†en u najvécem broju pravilnika za pro-
jektovanje objekata u seizmiμckim podruμcjima, a koji se zasniva na de…nisanju projektnog
spektra odgovora, tj. spektra za koji se moμze oμcekivati (sa odgovarajúcom verovatnócom)
da će simulirati sve mogúce tipova zemljotresa koji se mogu desiti u odgovarajúcem po-
druμcju. Najvéca mana primene poslednjeg pristupa u seizmiμckoj analizi je nemogúcnost
odre†ivanja trenutnog ponašanja konstrukcije na seizmiμcku pobudu, a ovakva informacija
je nekad kljuμcna u procesu samog planiranja i projektovanja konstrukcije.
U radu [36], kao polazni oblik zemljotresne pobude u fazi generisanja sloμzenijeg veš-
taμckog zapisa zemljotresa na osnovu izabranog spektra odgovora u sluμcaju nuklearnih
centrala, koristi se funkcija pobude dobijena proizvodom izabrane anvelope i superponi-











gde je  vreme trajanja zemljotresa,  su teμzinski koe…cijenti, dok je () anvelopa.
Ova funkcija vezuje se za ubrzanje tla tj. temelja i predstavlja prenosno ubrzanje za
superstrukturu. Sliμcan pristup se koristi u radu [61]. Kao najjednostavniji model pobude
ovog tipa moμze se odabrati sledéci izraz (videti [60])
(2)() = ¡0­2 sin(­) (2.1)
gde su 0  i ­ parametri modela uzeti iz skupa pozitivnih realnih brojeva.
U literaturi se veoma μcesto nailazi na drugi, nešto sloμzeniji model pobude, u obliku










gde  i  predstavljaju unapred zadate vremenske trenutke koji odre†uju oblik talasne
funkcije () dok je 0 pozitivna konstanta.
Kao tréci model koristíce se stvarni vremenski zapis akcelerograma zemljotresa El
Centro iz 1940 godine (ili 1940 Imperial Valley zemljotres) dat u obliku interpolirane glatke
funkcije. Interpolirana glatka funkcija je u ovoj tezi dobijena koriš́cenjem matematiμckog
softvera Wolfram Mathematica Release 11.
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2.2 O pasivnim prigušivaμcima frikcionog tipa
Pasivni prigušivaμci frikcionog tipa sadrμze elemente koji mogu da kliμzu jedan po drugom u
prisustvu suvog, Kulonovog trenja koje predstavlja strogu disipativan proces. Suvo trenje
je veoma sloμzen fenomen koji se izuzetno aktivno prouμcava u poslednjim dekadama, a
pojavljuje se u zonama kontakta izme†u dva tela pri klizanju a zbog μcinjenice da su
iako glatke na makroskopskom nivou kontaktne površine tela u kontaktu hrapave na
mikroskopskom nivou. Dualna priroda sile trenja da moμze da bude i reakcija veze i
zadata aktivna sila, te da sa aspekta matematiμckog modela moμze da bude i multifunkcija
(funkcija koja uzima vrednosti na skupu) u odnosu na relativnu brzinu klizanja, a u isto
vreme i poluneprekidna funkcija u odnosu na vreme, μcini probleme sa trenjem veoma
sloμzenim. videti [65]. Pored toga, dualna priroda sile trenja itekako utiμce na numeriμcku
analizu problema.
Eksperimenti pokazuju da sila trenja zavisi od velikog broja parametara, kao što su
brzina relativnog klizanja, intenzitet normalnog opterécenja, temperatura, karakteristike
podloge, kao i kombinacija materijala u kontaktu. Uspeh predvidjanja eksperimentalnih
rezultata na osnovu teorijskih modela direktno zavisi od izbora koriš́cenog modela trenja.
Polazéci od eksperimenata Kulona [17] i μcuvenog Amont-Kulonovog zakona kojim je
sila trenja  de…nisana kao linearna funkcija normalne reakcije veze  uz uvo†enje jednog
koe…cijenta proporcionalnosti  koji …ziμcki izraμzava nivo hrapavosti površina u kontaktu
 =  ¢ () () =
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1 za   0
[¡1 1] za  = 0
¡1 za   0
9>>>>>>>>=>>>>>>>>;

gde je  relativna brzina tela u kontaktu, a () multifunkcija znaka, vremenom
su razvijeni mnogo so…stiricaniji modeli koji ukljuμcuju efekte kao što su: zavisnost sile
trenja od intenziteta brzine, memorijski efekti, uticaj promene normalne reakcije na silu
trenja, promenu sile trenja u fazi mirovanja, uticaj malih pomeranja pre poμcetka klizanja
itd. Detaljan uvid u sve poznate modele trenja, kao i samu problematiku moμze se videti
u preglednim referencama [56], [57], [12], [20], [21] i [59]. Koriš́cenje Kulonovog modela
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trenja u obliku neglatke viševrednosne funkcije, funkcije koja uzima vrednosti na skupu ili
multifunkcije, obezbe†uje da se blok moμze zaustaviti u zoni zastoja u konaμcnom vremenu.
Ovo je sa …ziμcke taμcke gledišta korektan pristup, ali matematiμcka analiza problema se
znatno usloμznjava. Naime, primena ovog modela ima za posledicu analizu razliμcitih faza
kretanja, gde svakoj fazi odgovara drugi dinamiμcki model. Mogúce faze relativnog kretanja
bloka u odnosu na osnovu su klizanje u levu stranu, klizanje u desnu stranu i priljubljivanje
tj. faza bez relativnog pomeranja. Svaka faza se analizira posebno s tim da su krajnji
uslovi jedne faze jednaki poμcetnim uslovima naredne. Pri tome se u sluμcaju sprezanja sa
frakcionim viskoelastiμcnim prigušivaμcem posebna paμznja posvécuje memorijskim efektima.
Model trenja je potrebno uvek odabrati u zavisnosti od konkretnog problema koji
se rešava. Kako se u ovoj doktorskoj tezi razmatra kretanje objekta sa zaustavljanjem
tj. priljubljivanjem, ovde će se koristiti Kulonov model suvog trenja sa viševrednosnim
funkcijama koji obezbe†uje zaustavljanje. Medjutim, iz razloga pojednostavljenja numer-
iμcke analize, u problemima se nailazi i na rešenja u kojima se Kulonov model suvog trenja
daje u obliku glatke zavisnosti sile trenja i brzine klizanja. I ovi regularizovani modeli
se veoma μcesto koriste. U okvirima ove teze ponašanje pasivnog frikcionog prigušivaμca
bíce modelirano regularizovanim Kulonovim modelom trenja u obliku glatke neprekidne
zavisnosti sile trenja  od relativne brzine (1)
 =  tanh(
(1))
prikazane u [4], gde veliμcine  i  stoje za koe…cijent trenja i normalnu kontaktnu
reakciju veze, dok je  koe…cijent koji odre†uje brzinu promene funkcije. Pored ovog














predloμzene u radovima [18] i [28] respektivno, gde su , , 1 i 2 konstante modela.
Pogodnim izborom vrednosti koe…cijenata u ova tri modela mogu se dobiti kvantitativno
pribliμzno iste funkcije. Gore pomenuti modeli trenja prikazani su na narednoj slici 1.
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Slika 1. Kulonov model trenja u obliku multifunkcije (puna linija) i jedna od njegovih
regularizacija (isprekidana), levo i Karnopov model trenja (desno).
Pošto primenom prethodno pomenutih regularizovanih modela nije mogúce opisati pojavu
priljubljivanja (slip-to-stick) i zaustavljanja objekta u konaμcnom vremenu, kao pogodan
naμcin za prevazilaμzenje ovog problema ovde se predlaμze primena Karnopovog modela suvog
trenja koji u zoni kada se relativna brzina dovoljno smanji dozvoljava zaustavljanje (videti
osenμcenu oblast na Slici 2.) . Ovim pristupom se znaμcajno olakšava numeriμcka analiza
problema, a tako†e se obezbe†uje zaustavljanje superstrukture u konaμcnom vremenu.
Karnopov model trenja je pogodan za numeriμcke simulacije (v. [22] ) , jer se u podruμcju
malih brzina usvaja da je relativna brzina jednaka nuli μcime se izbegava odre†ivanje taμcnog
trenutka prelaska iz faze klizanja u fazu priljubljivanja kada relativna brzina postaje nula





 ~ , gde je ~ usvojena graniμcna vrednost.
2.3 O pasivnim viskoelastiμcnim prigušivaμcima
Svaki proces deformacije viskoelastiμcnih tela prati disipacija energije. Kao model pasivnog
prigušivaμca ovde će se koristiti štap napravljen od viskoelastiμcnog materijala, duμzine  u
nenapregnutom stanju površine popreμcnog preseka  za koju se pretpostavlja da se
ne menja tokom deformacije. Pretpostavlja se da je deformacija štapa uniaksijalna i
izotermna. Neka je  () sila u štapu i neka se njegova deformacija meri koordinatom  () 
Veza izmedju napona u štapu () =  ()  i mere deformacije () =  ()  se moμze
odabrati na razliμcite naμcine. U ovoj tezi će se ta veza tj. konstitutivna aksioma birati
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prema uobiμcajenim modelima Kelvin-Zenera, frakcionog Kelvin-Zenera, a zbog veoma
μceste upotrebe u gradjevinarstvu Burgersa i frakcionog Burgersa. Naime, problem kako
modelirati unutrašnje trenje u materijalu i koji model je pogodniji za zadatu aplikaciju
je veoma aktuelan, videti radove [44], [40] u kojima se rerdom Burgersov model poredi sa
Kelvin-Vojtovim, i Kelvin-Zenerovim modelom viskoelastiμcnog tela.
2.3.1 Standardno linearno viskoelastiμcno telo
Kao prvi model bíce koriš́ceno standardno linearno viskoelastiμcno telo poznato i kao
Kelvin-Zenerov model viskoelastiμcnog tela, dalje KZM,
 () +  ¢0 D1 () = 
¡
 () +   ¢0 D1  ()
¢

gde 0D1 (¢) stoji za prvi izvod po vremenu, i gde je  modul elastiμcnosti, a  i   su
relaksacione konstante dimenzije vremena, [] koje se nazivaju redom vreme relaksacije
napona i vreme relaksacije deformacije. Ovaj izraz dopunjuje se ograniμcenjima na vred-
nosti konstanti u modelu koja su posledica Klauzius-Diemove nejednakosti
  0   0    
i koja obezbedjuju disipaciju energije ab initio.
2.3.2 Standardno frakciono linearno viskoelastiμcno telo
Generalizacija prethodnog dovodi do modela standardnog frakcionog linearno viskoe-
lastiμcnog tela - frakcionog Kelvin-Zenerovog modela, dalje FKZM,
 () +  ¢0 D  () =  ( () +   ¢0 D  ())
gde je  2 (0 1] realan broj,  je modul elastiμcnosti, a  i   su konstante relaksacije
dimenzije [] koji se kao gore dopunjuje ograniμcenjima u vidu nejednakosti
  0   0    
Ova generalizacija nije formalne véc suštinske prirode jer se prvi izvod kao lokalni operator
menja frakcionim izvodom reda  koji je nelokalni operator jer uzima u obzir memoriju
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procesa. Sada izraz 0D (¢) stoji za standardni frakcioni levi izvod Riman-Ljuvilovog tipa
reda , koji se fukciju  () de…niše, za 0   · 1 sa
0D

  () =















¡ ¤  ()¢    0
(2.3)
gde ¡ () stoji za Ojlerovu gama funkciju ¡ () =
R1
0
¡1¡ i gde zvezdica predstavlja
operator konvolucije. Ovaj model je veoma pogodan za razliμcite inμzenjerske primene
[64]. Koe…cijenti u modelu, red izvoda, modul elastiμcnosti i konstante relaksacije mogu
se na osnovu reoloških eksperimenata odrediti ili metodom najmanjih kvadrata ili Post-
Njutnovim metodom kao što je preporuμceno u [67].
2.3.3 Burgersovo viskoelastiμcno telo
Aktuelni viskoelastiμcni materijali kao elastomeri i polimeri imaju svojstvo da se njihova
relaksacija ne odvija tako brzo kao što eksponencijalni zakon pokazuje. To je zbog μcin-
jenice da se u proces relaksacije ukljuμcuju mnogi mehanizmi na razliμcitim vremenskim
skalama molekularne baze, videti [69]. Da se opišu ti ne-eksponencijalni memorijski efekti
pored Kelvin- Zenerovog koristi se i Burgersov model. Burgersov model sa celobrojnim
izvodima poznat i kao klasiμcni Burgersov model se koristi u modeliranju ponašanja realnih
materijala, naroμcito u modeliranju dinamiμckog ponašanja polimera na širokom frekvent-
nom opsegu, modeliranju viskoelastiμcnih svojstava asfaltnih veziva, kao i ponašanju stakla
tokom procesa topljenja, videti npr. [30]. Modeliranje mikromehaniμckog ponašanja as-
faltnih mešavina koriš́cenjem klasiμcnog Burgersovog modela sa celobrojnim izvodima je
prikazano u radovima [1]. Isto tako klasiμcni Burgersov model se koristi u analizi pon-
ašanja nenjutnovskih ‡uida što se prepozanje i u proizvodnji polimera, videti [35]. Postoje
primene ovog modela i u geološkim naukama, videti [41] pre svega za prostiranje talasa
kroz zemljinu koru jer mnoge stene ispoljavaju ponašanje koje je vremenski zavisno, [49],
ili za ponašanje viskoelastiμcnih tela sa mikroprslinama [48].
Pored klasiμcnog i frakcioni Burgersov model se koristi u modeliranju asfaltnih mešavina
na osnovu eksperimentalnih podataka dobijenih na standardnim opitima teμcenja (creep
eksperiment sa stalno prisutnim opterécenjem) i teμcenja sa otpuštanjem (creep-recovery
eksperiment kod kojeg je uzorak opterécen samo na jednom intervalu vremena), vidi
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[16]. Polazéci od uopštenja reološke šeme sa zamenom obiμcne prigušnice frakcionim Skot-
Blerovim elementom
 () =  ¢0 D ()   2 [0 1] 
gde je  koe…cijent viskoznosti dimenzije Pa s, razvijeno je osam termodinamiμcki konzis-
tetnih frakcionih Burgersovih modela, vidi [52]. Ponašanje svih frakcionih Burgersovih
modela kao i klasiμcnog Burgersa u okvirima klasiμcnih eksperimenata relaksacije napona i
teμcenja detaljno je analizirano u radu [53]. U okvirima rada [54] analizirana je i rešena
frakciona Burgersova talasna jednaμcina za osam gore pomenutih modela. Razmatranja
koja slede, preuzeta iz rada [52], daju širi uvid u razvoj i primene kako klasiμcnog Burg-
ersovog modela tako i njegovih frakcionih generalizacija sa posebnim akcentom na primenu
teorije Begli i Torvika, [11], kojim se potvrdjuje termodinamiμcka konzistentnost modela
koji se razmatraju. Radovi [52], [53], [54] predstavljaju originalni doprinos kandidata.
U dobro poznatim i μcesto koriš́cenim konstitutivnim modelima za opis ponašanja
viskoelastiμcnih tela, kao što su npr. Kelvin-Voitov, Maksvelov ili Kelvin-Zenerov model,
prvi izvod po vremenu se pojavljuje kao izvod najvišeg reda, dok je kod klasiμcnog jednodi-














(1) ()  (2.4)
Ova jednaμcina dobijena je koriš́cenjem reoloških reprezentacija prikazanih na Slici 2.
Slika 2. Burgersov model-reološke šeme
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Uopštavanjem Burgersovog modela (2.4) u klasiμcnom smislu, dobija se uopšteni Burg-


















gde su 1 2 1 2 uz koe…cijent viskoznosti  parametri modela. Ovde se moμze primetiti
tréci izvod deformacije po vremenu kao izvod najvišeg reda.
Uopštavanjem klasiμcnog Burgersovog modela (2.4) u okviru teorije frakcione viskoe-
lastiμcnosti, dobijeni su frakcioni i uopšteni frakcioni Burgersov model u sledécim oblicima
¡
1 + 1 0D





 () = 
³






1 + 1 0D





 () = 
³
1 + 1 0D







Kako bi se dobili termodinamiμcki konzistentni reološki modeli koji obezbedjuju disi-
paciju energije ab initio, saglasno argumentima iz rada [11], potrebno je odrediti ograniμcenja
na parametre modela - multiplikativne konstante - i red frakcionih izvoda. Naime, posle
dovoljno dugog prisustva deformacije harmonijskog karaktera, napon indukovan u ma-
terijalu će tako†e postati harmonijska funkcija. Prelaskom iz vremenskog u frekventni




= ̂ () = 0 () + i00 ()   ¸ 0
gde je i imaginarna jedinica dok su ̂ 0 i 00 redom kompleksni, povratni (storage,
elastiμcni), i nepovratni (loss, viskozni ili disipativni) modul. Saglasno entropijskoj nejed-
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nakosti povratnom i nepovratnom modulu se namécu sledéca ograniμcenja
0 () ¸ 0 and 00 () ¸ 0 (2.5)
za sve nenegativne frekvencije  ( ¸ 0) videti [8], [10] i [9] za frakcione izvode koji ne
prelaze vrednost jedan , ili [14] za sluμcaj kada frakcioni izvodi prelaze vrednost jedan na
primeru uopštenog frakcionog Burgersovog modela viskoelastiμcnog ‡uida
¡
1 + 1 0D





 () = 
³
1 + 1 0D





(1) ()  (2.6)
gde se uslov termodinamiμcke konzistentnosti svodi na ispunjavanje sledécih relacija
 =  1 ¸ 1 2 ¸ 2 21 ¸ 12 11 + (2 + 2) cos () ¸ 0
Klasiμcni Burgersov model
Kako bi se osigurala …ziμcka prihvatljivost klasiμcnog Burgers-ovog modela (2.4), ograniμcenja
na parametre modela kojima se garantuje termodinamiμcka konzistentnost su





gde je usvojena pretpostavka da su konstante multiplikacije pozitivne (1 2 1 2  0).
Ograniμcenja na parametre modela (2.7) su dobijena primenom Fourier-ove transformacije





1 (i) + 2 (i)
2
1 + 1 (i) + 2 (i)
2 
gde se razdvajanjem realnog i imaginarnog dela kompleksnog modula dobijaju oblici za
povratni i nepovratni modul
0 () =
(11 ¡ 2)2 + 224
j1¡ 22 + i1j2
 (2.8)
00 () =
1 + (12 ¡ 21)3
j1¡ 22 + i1j2
 (2.9)
Termodinamiμcki zahtevi (2.5), primenjeni na dobijene vrednosti povratnog i nepovratnog
(2.8) i (2.9) impliciraju ograniμcenja na parametre modela (2.7).
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Frakciono Burgersovo viskoelastiμcno telo
U radu [52] frakcioni Burgersov model, dalje FBM, je dat konstitutivnom jednaμcinom³
1 + 1 0D

 + 2 0D
























gde su parametri modela oznaμceni sa 1 2 3 1 2  0    2 [0 1]  sa  ·  i   2
[1 2]  dok 0D

 oznaμcava operator Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda reda  2 [  + 1] 








¡ (1¡ ( ¡ )) ¤  ()
¶
   0
Dakle, suprotno uobiμcajenom pristupu u kome se vrši frakcionalizacija klasiμcnog Burg-
ersovog modela zamenom celobrojnih, frakcionim izvodima, ovde je adaptiran drugi pristup
koji se zasniva na zameni viskoznog elementa - linearne prigušnice - frakcionim Skot-
Blerovim elementom u reološkoj šemi koja odgovara Burgersovoj konstitutivnoj jednaμcini.
Dobijeni frakcioni konstitutivni model je dalje uopšten usvajanjem izvoda proizvoljnog re-
alnog reda u intervalima [0 1] i [1 2]  Iako obe reološke reprezentacije prikazane na Slici 2
daju isti matematiμcki oblik Burgersove konstitutivne jednaμcine sa celobrojnim izvodima
(2.4), koriš́cenjem reoloških reprezentacija prikazanih na Slici 2, sa frakcionim elemen-












































































Inspirisano reološkim modelom (2.10), frakciono uopštenje Burgers-ovog modela je
pretpostavljeno u obliku³
1 + 1 0D

 + 2 0D





 () = (1 0D

 + 2 0D

 )  ()  (2.11)
sa parametrima modela 1 2 3 1 2  0    2 [0 1]  gde je  ·  i   2 [1 2].
Termodinamiμcka konzistentnost (2.11) je ispitana kako bi se potvrdila …ziμcka prihvatljivost
modela.






 + 2 (i)








tako da su povratni i nepovratni moduli0@ 0 ()
00 ()
1A = 1¯̄̄
1 + 1 (i)
 + 2 (i)
 + 3 (i)

¯̄̄2




































































Termodinamiμcki zahtev je da su povratni i nepovratni moduli nenegativne funkcije za
sve pozitivne frekvencije , vidi (2.5). Prvi, drugi, šesti i sedmi μclan u ¹0 su nenegativni,
kao i μcetvrti, peti, sedmi i osmi u ¹00, dok je osmi μclan u ¹0 i tréci u ¹00 nepozitivni.
Namécúci ograniμcenja  ¡  · 1,  ¡  · 1 i  ¡  · 1, tréci, μcetvrti i peti μclan u ¹0
postaju nenegativni, dok uz nametanje daljih ograniμcenja  ¸ ,  ¸ , i  ¸ , prvi,
drugi, i šesti μclan u ¹00 postaju nenegativni. Sumiranjem navedenog, ograniμcenja na red
frakcionih izvoda su:
0 ·  ·  ·  · 1 1 ·  ·  · 2  ¡  · 1  ¡  · 1 (2.15)
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Odabirom razliμcitih vrednosti za   i  na takav naμcin da povratni i nepovratni mod-
uli, (2.13) i (2.14) budu nenegativni, a polazéci od relacije za uopšteni Burgersov model
(2.11), dobija se osam termodinamiμcki konzistentnih frakcionih Burgersovih modela, dalje
Modeli I do VIII. Model I je devetoparametarski model, koji sadrμzi pet multiplika-
tivnih nenegativnih konstanti 1 2 3 1 2 i μcetiri razliμcita reda frakcionih izvoda:
    2 [0 1] Modeli II-V sadrμze osam parametara: pet neengativnih multiplikativnih
konstanti 1 2 3 1 2 i tri razliμcita reda frakcionih izvoda    2 [0 1]  Modeli VI i
VII su sedmoparametarski sa pet nenegativnih multiplikativnih konstanti 1 2 3 1 2
i dva razliμcita reda frakcionih izvoda   2 [0 1]  dok je Model VIII petoparametarski sa





 U nastavku je dat tabelarni prikaz svih Modela I-VIII sa usvojenim vrednos-
tima za   i  i odgovarajúcim termodinamiμckim ograniμcenjima.
Tabela 1
Model I:  =  + { ({ ) 2 f( 1)  ( 2)  ( 3)g³
1 + 1 0D

 + 2 0D

























Model II:  =  +   = 2³
1 + 1 0D

 + 2 0D






































Model III:  =  +   =  + ³
1 + 1 0D

 + 2 0D



































Model IV:  = +   = + ³
1 + 1 0D + 2 0D



































Model V:  = +   = 2³
1 + 1 0D

 + 2 0D














0 ·  ·  ·  · 1 1
2



















Model VI:  =   = + ³
1 + 1 0D

 + 2 0D
























( + ) 
2
¯̄̄̄ 
Model VII:  =   = 2³
1 + 1 0D

 + 2 0D














0 ·  ·  · 1 1
2







· 2 1jcos ()j
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Model VIII:  =  = ,  = 2
(1 + ¹1 0D

 + ¹2 0D
2
 )  () = (1 0D

 + 2 0D
2
 )  () 
0 ·  ·  ·  · 1 1
2
·  · 1¡ (¡ ) 
1
2




· ¹1 1jcos ()j 
Svaki od ovih osam modela ima šanse da bude pogodniji od ostalih za izabrani viskoe-
lastiμcni materijal. Više detalja o ovoj problematici moμze se náci [52], [53], [54]. Prethodne
tabele predstavljaju jedan od osnovnih doprinosa ove doktorske teze.
Na kraju ove sekcije napominje se da su rezultati eksperimenata tipa puzanja ili re-
laksacije napona neophodni za prepoznavanje koji od navedenih modela najbolje opisuje
izabrani materijal. Napominje da se moμze postaviti i problem poredjenja koliμcine disipi-
rane energije za dva razliμcita viskoelastiμcna elementa za isti tip seizmiμcke pobude, ali taj
problem prevazilazi okvire ove teze.
2.4 O metodama rešavanja frakcionih diferencijalnih
jednaμcina i nalaμzenja optimalnih rešenja
Obiμcne frakcione diferencijalne jednaμcine se mogu rešavati pomócu Laplasovi transfor-
macija, Grunvald-Letnikovom aproksimacijom a od 2004. godine i svodjenjem na sistem
obiμcnih diferencijalnih jednaμcina celobrojnog reda. Ova poslednja metoda predloμzena od
strane Atanackovíca i Stankovíca se vrlo lako vezuje za probleme nalaμzenja optimalnih
rešenja jer ulazi u okvir primene Principa Maksimuma Pontrijagina, videti [74].
2.4.1 Ekspanziona formula Atanackovíca i Stankovíca
Frakcioni levi Riman-Ljuvilov izvod funkcije proizvoljnog realnog reda se moμze izraziti po-
moću same funkcije, njenog prvog izvoda i momenata te funkcije upotrebom ekspanzione
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formule Atanackovíca i Stankovíca, dalje ASEF, videti [5], [6], [7],na sledéci naμcin
0D

  () = 









¡2() 0   · 1
(2.16)




 ( ) =
¡ ( + )
¡ ( + 1)¡ ()

() =
¡ ( +  ¡ 1)
¡ (2¡ ) ¡ (¡ 1) ( ¡ 2)! 
(2.17)




¡2( )  (2.18)
U vezi sa ASEF se moμze staviti nekoliko napomena:
-ako se izabere véca vrednost  véca je taμcnost aproksimacije,
-μclan ( ) isμcezava kada  !1 ali ovaj μclan ne treba zanemariti pri numeriμckoj
analizi,
-integrali koji predstavljaju momente mogu se predstaviti i u obliku sistema diferen-





tako da se sistemi diferencijalnih jednaμcina sa frakcionim izvodima mogu rešavati meto-
dama za obiμcne diferencijalne jednaμcine celobrojnog reda. Za primenu ASEF u prob-
lemima optimalnog upravljanja videti [33] i [74].
2.4.2 Pontrjaginov princip maksimuma - odre†ivanje neophod-
nih uslova optimalnosti
Princip maksimuma L.S. Pontrjagina predstavlja veoma uopšten pristup za odre†ivanje
neophodnih uslova optimalnosti u problemima optimalnog upravljanja. U knjigama [3]
i [71] data je detaljna teorijska analiza principa maksimuma. Ovde je prikazan kratak
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saμzetak principa maksimuma kao priprema za rešavanje problema optimalnog upravljanja
koji su predmet ove teze.
Neka se dinamiμcki sistem ponaša saglasno sa sistemom diferencijalnih jednaμcina

(1)
 () = ( 1   1  ) ( = 1  ) (2.20)
uz zadate poμcetne uslove
(0) =  ( = 1  ) (2.21)
na zadatom vremenskom intervalu 0 ·  ·  Kao zadatak optimalnog upravljanja





 ( 1   1  ) (2.22)
uz ograniμcenja data u obliku sistema diferencijalnih jednaμcina (2.20) i uslova (2.21), gde
se dodatno pretpostavlja da komponente vektora upravljanja () mogu biti stešnjene
ograniμcenjima  2 ­ = [min max] , gde min i max stoje za donju i gornju granicu dopus-
tivih vrednosti funkcije upravljanja. Ove granice su odredjene performansama tehniμckih
uredjaja kojima se realizuje upravljaμcka funkcija.
Osnovna ideja principa maksimuma je da se u razmatranje uvede nova funkcija Hamil-
tonijan (Hamiltonova funkcija ili funkcija Pontrjagina)
 = (  ) ( = 1  )
gde su () impulsi odnosno konjugovane promenljive. Optimalna svojstva Hamiltoni-
jana  po vektoru upravljanja se uzimaju kao osnovni kriterijum za nalaμzenje optimalnih
uslova problema optimalnog upravljanja koji je formulisan jednaμcinama (2.20) - (2.22).
Princip maksimuma glasi: ako je vektor upravljanja  optimalan, tj. obezbe†uje mak-
simum (minimum) kriterijuma optimalnosti  tada je Hamiltonova funkcija  maksi-
malna (minimalna) u odnosu na vektore upravljanja  u dozvoljenom skupu upravljanja
­. Prema tome optimalno upravljanje na intervalu  2 [0  ] se odre†uje iz uslova
min
2­
(  ) ( = 1  ) ­ = [min max] za svako  0 ·  · 
pri μcemu funkcije stanja  () i impulsi  () treba da zadovolje neophodne uslove ek-








 () = ¡


 ( = 1  )
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Ovaj problem treba rešavati zajedno sa poμcetnim uslovima (2.21) i prirodnim graniμcnim
uslovima koji za sluμcaj da promenljive stanja u terminalnom trenutku ( ) nisu zadate
glase
( ) = 0 ( = 1  )
dok se za opštije forme terminalnih uslova ili drugaμcije formulacije problema optimalnog
upravljanja primenjuju postupci iz véc pomenutih referenci. Pored toga u daljim raz-
matranjima bíce dopuštena mogúcnost da komponente vektora upravljanja () budu
delimiμcno glatke funkcije, tj. da imaju prekide - "skokove" u konaμcnom broju taμcaka u
zadatom intervalu.
2.4.3 O nalaμzenju optimalnih rešenja metodom sukscesivnih
aproksimacija
Sedamdesetih godina prošloga veka Krilov i μCernousko su predloμzili metod sukscesivnih
aproksimacija kao numeriμcku tehniku za rešavanje nelinearnih problema sa ograniμcen-
jima, [37]. Algoritam metode nalaμzenja minimuma kriterijuma optimalnosti se sastoji iz
nekoliko iteracija sledéceg oblika:
I) pretpostavi se poμcetna vrednost upravljanja 0 = 0() iz dopustivog skupa upravl-
janja  2 ­ = [min max] za  2 [0  ], a na osnovu nekih …ziμckih razmatranja vezanih za
pretpostavljeni problem,
II) integracijom udesno od  = 0 do  =  rešava se Košijev problem za promenljive






 (0) = 0 ( = 1  )
i pretpostavljenim upravljanjem 0 = 0() sa ciljem da se dobije prva aproksimacija
optimalne trajektorije 0 = 0()
III) izraμcunava se vrednost kriterijuma optimalnosti 0 koja odgovara poμcetnoj aproksi-
maciji 0() i 0()
IV) zatim se integracijom unazad od  =  do  = 0, sa poznatim funkcijama 0 () i
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0 () rešava Košijev problem za konjugovane promenljive i prirodne graniμcne uslove
(1) () = ¡


 ( = 1  )
( ) = 0 ( = 1  )
da bi se odredili impulsi 0 = 0() na intervalu [0  ] koji odgovaraju prvoj aproksimaciji,
V) U sledécoj iteraciji se iz uslova





 0 ·  · 
odredi novo upravljanje 1 = 1() i ispita razlika izme†u 1 i 0,
VI) ako je ta razlika dovoljno mala postupak je završen a ako nije 1 se proglašava za
0 i ciklus se ponavlja od koraka II.
U svakoj aproksimaciji prati se i vrednost kriterijuma optimalnosti.
Ako proces sukscesivnih aproksimacija konvergira, posle izvesnog broja ciklusa , ra-
zlika izme†u dve susedne vrednosti  i ¡1, gde je  = 1 2  će postati manja od
unapred propisane vrednosti, što znaμci da će rešenje (0 0 0) zadovoljavati Pontrjagi-
nov princip maksimuma. Ako se ta razlika povécava treba prekinuti ciklus i krenuti sa





Posmatra se sistem od dva kruta bloka pri μcemu je kretanje donjeg, baznog bloka - temelja
(platforme, substrukture) - poznato, dok kretanje gornjeg bloka koji ima ulogu superstruk-
ture, ograniμcava pasivni prigušuvaμc o obliku viskoelastiμcnog štapa, Slika 3a. Na kretanje
superstrukture moμze da utiμce aktivni uredjaj dejstvom koje ima ulogu upravljaμcke sile.
Ova teza se ne bavi strukturom i principom rada ovog aktivnog uredjaja. Više detalja o
aktivnim uredjajima za seizmiμcku zaštitu moμze se náci u [15], [24] i [63] U zoni kontakta
izmedju dva bloka moμze da se pojavi sila trenja koja se suprostavlja klizanju jednog bloka
po drugom i ima ulogu pasivnog frikcionog prigušivaμca. Slika 3b prikazuje sistem oslo-
bodjen od veza. Analizira se samo kretanje u horizontalnom pravcu, tako da je vertikalna
reakcija veze  jednaka teμzini gornjeg bloka  Neka je masa gornjeg bloka  Saglasno
osnovnoj aksiomi dinamike i principu odre†enosti Njutn-Laplasa kretanje gornjeg bloka
opisuje sledéci Košijev problem
((2) + (2)) = ¡ ¡  ¡  (3.1)
(0) = 0 (1)(0) = 0  (0) = 0 (0) = 0 (3.2)
gde je sa  oznaμceno pomeranje donjeg bloka koji se pomera zajedno sa tlom tokom
trajanja zemljotresa,  je relativno pomeranje superstrukture u odnosu na temelj, dok
  i  predstavljaju silu u viskoelastiμcnom štapu, silu trenja i silu u upravljaμckom
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ure†aju respektivno. Sve pomenute veliμcine su vremenski zavisne funkcije. Oznaka
(¢)() =  (¢)  stoji za ¡ti izvod funkcije (¢)po vremenu .
Slika 3. Sistem koji se razmatra (a) i blok oslobodjen veza (free body diagram)
Kao što je nagovešteno za model viskoelastiμcnog prigušivaμca koristi se štap duμzine
 površine popreμcnog preseka  μcija se uniaksijalna i izotermna deformacija meri koordi-
natom . Štap je napravljen od viskoelastiμcnog materijala. U okviru ove teze posmatráce
se tri linearne konstitutivne relacije iskazane u obliku vremenske zavisnosti sile () i rel-
ativnog pomeranja (). Ideja je da se ispita uticaj izbora viskoelastiμcnog materijala na
ponašanje superstrukture pri seizmiμckom dejstvu.
Kao prvi model ispitáce se standardno linearno viskoelastiμcno telo KZM




+  ¢0 D1
¢
 (3.3)
gde je  modul elastiμcnosti, a   i  su relaksacione konstante dimenzije [] koje zado-
voljavaju ogranicenja koja diktira drugi zakon termodinamike
   0,      (3.4)
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Ovaj model se veoma μcesto sréce u literaturi.
Za drugi model uzima se standardno frakciono linearno viskoelastiμcno telo FKZM








gde je  2 (0 1] realan broj,  je modul elastiμcnosti, a   i  su konstante relaksacije
dimenzije []
Najzad ispitáce se ponašanje sistema za sluμcaj da se viskoelastiμcan element ponaša
saglasno FBM³
1 + 1 0D

 + 2 0D

































gde su parametri modela oznaμceni sa 1 2 3 1 2  0    2 [0 1]  sa  ·  i   2
[1 2]  dok 0D

 oznaμcava operator Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda reda  2 [  + 1] 
 2 N0 Ovaj model predstavlja Model III iz gornje analize.
Što se tiμce frikcionog prigušivaμca koristíce se dva modela sile suvog trenja klizanja.
Kao prvi model koristíce se Kulonov zakon dat u obliku funkcije koja uzima vrednosti
na skupu (tj. u obliku neglatke viševrednosne funkcije)




1 (1)  0
[¡1 1] (1) = 0
¡1 (1)  0
9>>>=>>>; 
Kao drugi model trenja koristíce se regularizovani Kulonov model zadat u obliku glatke
neprekidne zavisnosti sile trenja  od relativne brzine (1)
 =  tanh(
(1)) (3.9)
prikazane u [4]. Veliμcine  i  stoje za koe…cijent trenja i normalnu kontaktnu reakciju
veze, dok je  koe…cijent koji odre†uje brzinu promene tanh funkcije.
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Seizmiμcko dejstvo se uzima u obliku tri tipa pobude.
Kao prvi model zemljotresne pobude uzima se vremenska zavisnost ubrzanja tla od
vremena u obliku sinusoide (v. [60])
(2)() = ¡e¡0­2 sin(­) (3.10)
gde su 0  i ­ parametri modela.











gde  i  predstavljaju unapred zadate vremenske trenutke koji odre†uju oblik talasne
funkcije () dok je 0 konstanta.
Kao tréci model koristíce se stvarni vremenski zapis akcelerograma zemljotresa El
Centro iz 1940 godine (ili 1940 Imperial Valley zemljotres) dat u obliku interpolirane glatke
funkcije. Interpolirana glatka funkcija je dobijena koriš́cenjem matematiμckog softvera
Wolfram Mathematica 11.
Sa ovakvom pripremom za razliμcite kombinacije koje nastaju izborom tipa viskoe-
lastiμcnog prigušivaμca, modela trenja i seizmiμckog dejstva, uz upravljanje koje je stešnjeno
sledécim ograniμcenjem  = () 2 [min max] će se u zadatom vremenskom intervalu









gde su 1, 2 i 3 usvojeni teμzinski koe…cijenti, a pod pretpostavkom da je opseg vrednosti
upravljaμcke sile  unapred zadat i da se moμze ostvariti aktivnim ure†ajem. Ovim kriter-
ijumom u zadatom vremenskom intervalu minimiziraju se relativno pomeranje, relativna
brzina gornjeg bloka i upravljaμcko dejstvo.
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pomócu kojih će se sve gore de…nisane jednaμcine prikazati u bezdimenzijskom obliku pri
μcemu se crtica iznad oznake bezdimenzijske veliμcine moμze izostaviti.
Dakle, centralni zadatak ove doktorske teze je sledéci problem optimalnog upravljanja:
náci funkcije relativnog pomeranja  = () i upravljanja  = () 2 [min max] koje će







2)! min   (3.14)
uz diferencijalna ograniμcenja
(2) + (2) = ¡ ¡  ¡  (3.15)
i poμcetne uslove
(0) = 0 (1)(0) = 0  (0) = 0 (0) = 0 (3.16)
gde se za vezu  i  bira jedna od konstitutivnih jednaμcina (3.3), (3.5) i (3.6) koje su
bezdimenzijskoj formi date sa
 +   0D
1




 +   0D

  = +  0D

  (3.18)
što odgovora KZM i FKZM tipu pasivnog viskoelastiμcnog prigušivaμca respektivno, pri
μcemu se sila trenja moμze izabrati kao multifunkcija
 2  ((1)) (3.19)
ili obiμcna funkcija relativne brzine klizanja
 =  tanh(
(1)) (3.20)
Seizmiμcka pobuda u bezdimenzijskoj formi se moμze odabrati kao opadajúca sinusoida:
(2)() = e¡ sin(­) (3.21)










ili u obliku interpolirane glatke funkcije akcelerograma zemljotresa El Centro skalirane sa

Ako se tipovi viskoelastiμcnog prigušivaμca oznaμce slovima KZM sa A, a FKZM sa B,
model trenja u obliku multifunkcije sa I a obiμcne funkcije sa II i ako se seizmiμcka de-
jstva oznaμce opadajúca sinusoida sa 1, Rikerova funkcija sa 2 a funkcija akcelerograma
zemljotresa El Centro sa 3 onda se relativno jednostavnim oznakama
Slovo_RimskiBroj_ArapskiBroj
mogu oznaμciti kombinacije koje proizilaza iz gornjih varijeteta. Tako na primer B_II_
2 predstavlja problem u kome se za viskoelastiμcni element koristi frakcioni Kelvin-Zenerov
model, regularizovani Kulonov zakon i seizmiμcka pobuda u obliku Rikerove funkcije.
Napominje se da ovde sve mogúce kombinacije od slova A i B i rimskog I i II i brojeva
1,2 i 3 mogu biti od interesa za praktiμcnu primenu. U okvirima ove teze će se prikazati
samo neke od njih. Medjutim da bi se procenio efekat upravljanja prvo će se ispitati samo
dinamika problema bez upotrebe aktivnog uredjaja. Ta razmatranja izdvojena su u pose-
ban deo, medjutim rezultati numeriμckih simulacija će se prikazati zajedno sa rešenjima




Zadatak ovog dela je da se utvrdi odziv (disipacija energije) izabranih pasivnih prigušivaμca
na razliμcite seizmiμcke pobude, tako da će se analizirati kretanje superstrukture u prisustvu
frikcionog i viskoelastiμcnog prigušivaμca bez mogúcnosti aktiviranja upravljaμckog ure†aja,







kasnije uporede sa (3.14) te da se iz priraštaja
¢ =
100 ¢ (0 ¡ ¤)
0
 (4.2)
za izabranu kombinaciju viskoelastiμcnog elementa, modela trenja i seizmiμcke pobude
proceni efekat optimizacije (dat relativnom merom u %), gde je sa ¤ oznaμcen minimum
funkcionala (3.14).
Kako bi se odredila vrednost kriterijuma optimalnosti (4.1) neophodno je odrediti
funkcije relativnog pomeranja  = () i relativnu brzinu (1)() iz poμcetnog problema
(3.15), (3.16) koji za () = 0 postaje
(2) = ¡(2) ¡  ¡  (0) = 0 (1)(0) = 0 (0) = 0 (4.3)
gde se za seizmiμcku pobudu (2) koriste (3.22), (3.21) kao i El Centro zapis u vidu in-
terpolirane glatke funkcije u bezdimenzijskoj formi, za silu u viskoelastiμcnom prigušivaμcu
() se koriste konstitutivne jednaμcine u bezdimenzijskoj formi (3.17), (3.18) i (??), dok
se sila trenja () uzima u obliku glatke i neglatke viševrednosne funkcije (3.20), (3.19).
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4.1 Sluμcaj A_I: Kelvin-Zenerov model i regularizo-
vano trenje
Kretanje bez upravljanja () = 0 sa pasivnim prigušivaμcima Kelvin-Zenerovog tipa (??) i
regularizovanim Kulonovim modelom trenja (3.20) se nakon uvo†enja novih promenljivih
1 =  2 = 
(1) 3 =  4 = 0 (4.4)
moμze predstaviti u obliku sistema diferencijalnih jednaμcina prvog reda

(1)
1 = 2 
(1)




(1 ¡ 3 + 2) (1)4 = 121 + 222
koje treba rešavati zajedno sa poμcetnim uslovima
1(0) = 0 2(0) = 0 3(0) = 0 4(0) = 0 (4.6)
Dobijeni sistem se numeriμcki integrali standardnim tehnikama za usvojene vrednosti para-
metara        1 2 i izabranu funkciju seizmiμcke pobude 
(2) sa ciljem da se
odredi 4 ( ).
Napominje se da se ovakav dinamiμcki model relativno jednostavno implementira ali
da ima suštinski nedostatak da je za relativnu brzinu jednaku nuli i sila trenja jednaka
nuli, tako da ne ukljuμcuje prelaze iz faze klizanja u fazu priljubljivanja i obrnuto. Zato se
razmatra i sledéci problem.
4.2 Sluμcaj A_II: Kelvin-Zenerov model i trenje kao
multifunkcija
Kretanje bez upravljanja () = 0 sa pasivnim prigušivaμcima Kelvin-Zenerovog tipa (??)




1 = 2 
(1)
2 = ¡3¡(2)¡ (1)3 =
1
 
(1¡3+2) (1)4 = 121+222 (4.7)
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za iste poμcetne uslove (4.6). Primécuje se da ovaj sistem dozvoljava fazu priljubljivanja
kada su i relativna brzina i relativno ubrzanje bloka jednaki nuli (1)1 () = 0 
(1)
2 () = 0
na nekom intervalu vremena [0 1]  Na tom intervalu vremena se viskoelastiμcni element
još uvek nalazi u virginalnom stanju. Naime, pošto prinudna sila kréce od nule i sila trenja
kréce od nule to na intervalu [0 1] vaμzi  = ¡(2) što obezbedjuje uslov priljubljivanja.
Do relativnog pomeranja superstrukture - bloka u odnosu na substrukturu - bazu dolazi
kada prinudna sila postane véca od graniμcne sile trenja tj. (2)  jj =   u ovom
sluμcaju. Neka se to desi u trenutku 1 koji odgovara prvom prelasku iz stanja mirovanja
u fazu klizanja, a praktiμcno poμcetnom trenutku kretanja. Do ovog trenutka sila trenja je
nepoznata reakcija veze jer spreμcava kretanje a kao funkcija vremena je jednaka ubrzanju
tla,  () = ¡(2) ()  Nakon dostizanja graniμcne vrednosti sile trenja poμcinje klizanje u
levu ili desnu stranu, a sila trenja dobija ulogu zadate otporne sile μciji smer zavisi od
vrednosti relativne brzine (1) videti [65]
Nakon trenutka 1 poμcinje deformacija viskoelastiμcnog elementa, sila trenja ima kon-
stantnu vrednost, tako da posle izvesnog vremena relativna brzina (1) ponovo moμze
postati nula što odgovara ili promeni smera kretanja ili opet ulasku u fazu priljubljivanja.
Neka se to desi u trenutku 2 znaμci (1) (2) = 0 Da bi superstruktura ostala u fazi rel-
ativnog mirovanja - priljubljivanja - pored uslova (1)(2) = 0 neophodno je i da je u
trenutku 2 horizontalna projekcija rezultante spoljašnjih sila bude nula tj. da vaμzi
(2)(2) = ¡(2)¡ (2)¡ (2)(2) = 0
gde je  · j j. Ako je   j j sila trenja opet postaje reakcija veze i menja se kao
funkcija vremena sve dok ne dostigne graniμcnu vrednost. Ovo stanje moμze biti privre-
menog ili trajnog karaktera u zavisnosti od intenziteta seizmiμcke pobude i intenziteta
sile u viskoelastiμcnom štapu koje tako†e menjaju svoje vrednosti tokom vremena. U
viskoelastiμcnom štapu posle 2 dolazi do procesa relaksacije. Uslov za ponovni prelazak u
fazu klizanja je da je zbir prinudne sile tj. prenosne sile inercije nastale od zemljotresne
pobude, i sile u viskoelastiμcnom štapu po apsolutnoj vrednosti bude véci od graniμcne sile
trenja. Da bi se odredili neophodni uslovi da superstruktura u nekom trenutku 3 nakon
trenutnog zaustavljanja u 2 predje u fazu klizanja u drugom smeru neophodno je de…n-
isati Kulonov zakon u funkciji relativnog ubrzanja. To je ostvarivo, jer relativna brzina i
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relativno ubrzanje imaju isti znak pri prelasku iz stanja mirovanja kada je (1) = 0 u fazu
klizanja kada je (1) 6= 0 (videti [57], [39]). Kulonov zakon zapisan na nivou relativnih
brzina i ubrzanja glasi:
8>>><>>:
 =  za 
(1)  0
 2 [¡   ] za (1) = 0
 = ¡ za (1)  0
)
 =  za 
(2)  0
 2 [¡   ] za (2) = 0
 = ¡ za (2)  0
9>>>=>>;
odakle sledi da će iz zaustavnog poloμzaja u trenutku 3 dóci do kretanja u desno ako vaμzi
uslov (2)(3)  0 tj kada je
¡(2)(3)¡ (3)¡   0
a do relativnog kretanja u levo ako vaμzi uslov (2)(3)  0 tj. kada je
¡(2)(3)¡ (3) +   0
Ako ni jedan od prethodnih uslova nije ispunjen, sledi da blok ostaje u fazi relativnog
mirovanja, relativno ubrzanje (2)() je nula, pa sila trenja () postaje nepoznata reakcija
veze koja se iz jednaμcine kretanja dobija kao
() = ¡(2)()¡ () (4.8)
Ciklusi ovog tipa se mogu ponavljati nekoliko puta sve dok u fazi priljubljivanja ne bude
ispunjen uslov da sila trenja iz (4.8) po apsolutnoj vrednosti bude manja od svoje graniμcne
vrednosti.
Na kraju evo nekoliko napomena. Prvo, izbor sile trenja kao multifunkcije relativne
brzine i prekidne funkcije vremena dozvoljava skokovite promene u fazi priljubljivanja,
videti [25] i [26]. Drugo, u ovoj sekciji viskoelastiμcan prigušivaμc se modelira lokalnim
izvodima tako da nema uticaja memorijskih efekata. Ti efekti znaμcajno usloμznjavaju
rešavanje problema, videti [74]. Naime, ako se posmatra kretanje bez upravljanja ali sa
frakcionim viskoelastiμcnim prigušivaμcima tipa FKZM (3.18) ili FBM (3.6) onda prob-
lem postaje sloμzeniji zbog μcinjenice da je frakcioni izvod nelokalni operator (2.3), tj.
diferencijalno-integralni operator koji za odredjivanje promene u trenutku  zahteva poz-
navanje svih vrednosti veliμcine μciji se frakcioni izvod traμzi od poμcetnog do trenutka 
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Prácenje tih vrednosti je priliμcno sloμzeno u sluμcaju da se kretanje odvija po fazama u
kojima sila trenja menja znak i svoju …ziμcku prirodu. Iz tog razloga se i radi pojednos-
tavljenje regularizacijom neglatke funkcije o μcemu će biti reμci u sledécoj sekciji. Najzad,
memorijski efekti se u izrazu za frakcioni izvod mogu ukljuμciti preko momenata funkcije,
videti (2.16), što će biti predmet naredne dve sekcije.
4.3 Sluμcaj B_I: frakcioni Kelvin-Zenerovmodel i reg-
ularizovano trenje
Neka se sila trenja modelira sa glatkom funkcijom relativne brzine (3.20), i neka se viskoe-
lastiμcni element moledira sa konstitutivnom jednaμcinom za frakcioni Kelvin-Zenerov model
(3.18). Frakcioni izvodi u FKZM se mogu izraziti preko ekspanzione formule Atanackovíca
i Stankovíca (2.16), tako da se dinamiμcki problem nakon uvo†enja novih promenljivih
1 =  2 = 
(1) 3 =  +2 = ¡2 ++1 = ¡2  = 2 3   2+2 = 0
(4.9)




1 = 2 
(1)




































koji se numeriμcki integrali zajedno sa poμcetnim uslovima
1(0) = 0 2(0) = 0 3(0) = 0 (4.11)
+2(0) = 0 ++1(0) = 0  = 2 3  
2+2 (0) = 0
za usvojene vrednosti parametara      i  , i za izabranu funkciju seizmiμcke
pobude (2) da se nadje 2+2 ( ) 
4.4 Sluμcaj B_II: Frakcioni Kelvin-Zenerov model i
trenje kao multifunkcija
U radovima [75] i prouμcen je problem B_II_1, ali sa Grunvald-Letnikovom formom frak-
cionog izvoda. Ovde će se koristiti ASEF pa se dobijeni oscilatorni problem svodi na
klasiμcan sistem diferencijalnih jednaμcina sa prekidnim desnim stranama tipa Filipova,
[39] i [31]. Dakle, uvedu se promenljive
1 =  2 = 
(1) 3 =  +2 = ¡2 ++1 = ¡2  = 2 3   2+2 = 0
pa se diferencijalne jednaμcine kretanja sa frakcionim izvodima sile u viskoelastiμcno štapu
i relativnog pomeranja bloka mogu predstaviti u obliku sistema obiμcnih diferencijalnih
jednaμcina prvog reda sa multifunkcijom kao modelom suvog trenja na desnoj strani

(1)
1 = 2 
(1)






























koji se numeriμcki integrali zajedno sa poμcetnim uslovima
1(0) = 0 2(0) = 0 3(0) = 0
+2(0) = 0 ++1(0) = 0  = 2 3  
2+2 (0) = 0
za usvojene vrednosti parametara      i  , i za izabranu funkciju seizmiμcke
pobude(2) da se nadje 2+2 ( ) Kombinatorna analiza faza kretanja i prelaska izmedju




U ovom delu rešavaju se problemi optimalnog upravljanja sa regularizovanim modelom
sile trenja, dakle traμzi se  () 6= 0 za  2 [0  ] da bi izabrani kriterijum optimalnosti
bio u minimumu. Taj model trenja je za dinamiku konstrukcija uobiμcajen videti npr.
[43], pa će se zato koristiti i u modelu zadatka optimalnog upravljanja, videti na primer
[46]. Motiv za to je da je ovaj tip problema optimalnog upravljanja relativno jednostavan
za implementaciju sa obzirom na izabrani kriterijum optimalnosti. Naime, zadatak op-
timalnog upravljanja ovde ne ukljuμcuje terminalnu kon…guraciju u kojoj bi se na primer
zahtevalo potpuno zaustavljanje superstrukture, véc samo minimizaciju koja ima za cilj
da umanji eventualnu štetu na superstrukturi.
Sluμcaj potpunog zaustavljanja moμze da se postigne izborom parametara pasivnih
prigušivaμca i izborom opsega dejstva upravljaμckog uredjaja i da se dogodi unutar zadatog
intevala [0  ] na kome je postavljen problem optimizacije, ali nije predmet ove teze. Prob-
lem da regularizovani model Kulonovog trenja nije pogodan za fazu priljubljivanja moμze
se rešiti uvodjenjem Karnopovog modela trenja u problem na samom kraju procesa, kada
se véc relativna brzina bloka dovoljno smanji i to samo da bi se kretanje bloka potpuno
zaustavilo. Vreme trajanja primene tog modela je relativno veoma kratko u odnosu na
interval [0  ]  U krajnjoj liniji, ne samo trenje véc i upravljanje moμze da zaustavi sistem
posle zemljotresne pobude, videti [74] gde se MSA kombinuje sa Njutnovim metodom.
U principu terminalna kon…guracija znaμcajno usloμznjava MSA videti [38] gde se MSA u
sluμcaju da postoji terminalna kon…guracija kombinuje sa metodom kaznene funkcije.
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5.1 Sluμcajevi A_I_1, 2, 3: Kelvin-Zenerov model za
tri tipa pobude
Ova tri sluμcaja se razlikuju za prenosno ubrzanje bloka tj 3 tipa seizmiμcke pobude.
Dakle zadatak je da se nadju funkcija relativnog pomeranja  = () i upravljanje
 = () 2 [min max] koje će tokom kretanja minimizirati kriterijum optimalnosti
(3.14), uz diferencijalna ograniμcenja koja proizilaze iz jednaμcine kretanja krutog bloka
(3.15) sa modelom trenja (3.20), i poμcetne uslove (3.16), gde je konstitutivna jednaμcina
za opisivanje ponašanja viskoelastiμcnog prigušivaμca data za Kelvin-Zenerov model sa jed-
naμcinom (3.17).
Nakon uvo†enja novih promenljivih (4.9), zadatak optimalnog upravljanja se moμze
postaviti u standardnoj Lagranμzevoj formi: náci funkcije stanja 1() i 2() i upravljanja










bude minimalan, gde su diferencijalne jednaμcine kretanja date u sledécem obliku
(1)1 = 2 
(1)
2 = ¡3 ¡(2) ¡  tanh(2)¡  (1)3 =
1
 
(1 ¡ 3 + 2) (5.2)
pri μcemu je upravljanje stešnjeno ograniμcenjem
min ·  · max
Poμcetno stanje je
1(0) = 0 2(0) = 0 3(0) = 0  (0) = 0
dok je terminalni trenutak  poznat.
Postavljeni problem će se rešavati primenom principa maksimuma L.S. Pontrjagina. U
vidu pripreme za primenu ove procedure, gore postavljeni Lagranμzev problem je pogodno












diferencijalne jednaμcine kretanja (5.2) postaju
(1)1 = 2 
(1)






(1 ¡ 3 + 2) (1)4 = 121 + 222 + 32
dok kriterijum optimalnosti (5.1) prelazi u Majerovu formu
4( )! min 
Poμcetni uslovi bíce
1(0) = 0 2(0) = 0 3(0) = 0 4(0) = 0 (5.4)
Hamiltonova funkcija je
 = 12 + 2(¡3 ¡ (2) ¡  tanh(2)¡ ) + 3
1
 










































i treba ih rešavati zajedno sa prirodnim graniμcnim uslovima, koji za poznato  postaju
1( ) = 0 2( ) = 0 3( ) = 0 4( ) = 1 (5.7)
Optimalno upravljanje na intervalu  2 [0  ] odre†ujemo iz uslova
min
2­
(  ) ( = 1  4) ­ = [min max] (5.8)
gde je  funkcija de…nisana izrazom (5.5). Ovaj vaμzan tip upravljanja se u literaturi pre-
poznaje pod nazivima upravljanje sa saturacijom ili kvazineprekidno upravljanje. Naime,
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kako se radi o problemu sa ograniμcenjima na komponente vektora upravljanja, pored




dobijenog iz uslova optimalnosti  = 0 u sluμcaju da dobijene vrednosti upravljanja
¤ izlaze iz dopuštene oblasti ­ = [min max] kao kandidati za optimalno upravljanje
ostaju graniμcne vrednosti upravljanja min i max, a optimalna strategija upravljanja se





¤ min · ¤ · max
max ¤  max
9>>>=>>>; 
Nelinearni graniμcni problem (5.3), (5.6), (5.4), (5.7) će se rešavati numeriμcki primenom
Krilov-μCernousko metode sukscesivnih aproksimacija za usvojene vrednosti parametara
      i sve tri navedene funkcije seizmiμcke pobude 
(2).
5.2 Sluμcajevi B_I_1, 2, 3: frakcioni Kelvin-Zenerov
model za tri tipa pobude
Sada je inicijalni problem sloμzeniji jer frakcioni izvodi ulaze u diferencijalne jednaμcine
kretanja ali se primenom ASEF taj problem svodi na sistem obiμcnih diferencijalnih jed-
naμcina. Dakle, treba náci funkcije relativnog pomeranja  = () i upravljanja  = () 2
[min max] koje će tokom kretanja minimizirati kriterijum optimalnosti (3.14), uz difer-
encijalna ograniμcenja koja proizilaze iz jednaμcine kretanja krutog bloka (3.15) sa modelom
trenja (3.20), i poμcetne uslove (3.16), gde je konstitutivna jednaμcina za opisivanje pon-
ašanja viskoelastiμcnog prigušivaμca data za frakcioni Kelvin-Zenerov model sa jednaμcinom
(3.18).











uz primenu ekspanzione formule Atanackovíca i Stankovíca (2.16), gore de…nisani La-
granμzev zadatak optimalnog upravljanja moμze se predstaviti u Majerovom obliku. Naime,
ta formulacija glasi: náci funkcije stanja 1() i 2() i upravljanja () tako da kriterijum




1 = 2 
(1)

































poμcetni uslovi (4.11) i još jedan dodatni poμcetni uslov
2+2(0) = 0
Pri tome je upravljanje stešnjeno ograniμcenjem
min ·  · max
a terminalni trenutak  poznat.
Hamiltonova funkcija je





























































































i treba ih rešavati zajedno sa prirodnim graniμcnim uslovima, koji za poznato  postaju
1( ) = 0 2( ) = 0 3( ) = 0
+2( ) = 0 ++1( ) = 0  = 2 3   (5.13)
2+2( ) = 1
Optimalno upravljanje na intervalu  2 [0  ] odre†ujemo iz uslova
min
2­
(  ) ( = 1  2 + 2) ­ = [min max]















funkcija upravljanja dobijena iz uslova optimalnosti  = 0 koji vaμzi u sluμcaj slo-
bodne optimizacije kada vrednosti upravljanja ne izlaze iz dopuštene oblasti upravljanja
­ = [min max]. Nelinearni graniμcni problem (5.10), (5.12), (4.11), (5.7) će se rešavati
numeriμcki primenom Krilov-μCernousko metode sukscesivnih aproksimacija za usvojene





U ovoj sekciji prikazuju se rezultati numeriμcke integracije i rešenja zadataka optimalnog
upravljanja dobijena metodom sukcesivnih aproksimacija.
Usvojeni parametri za opisivanje ponašanja viskoelastiμcnog elementa imaju sledéce
vrednosti:
A) za obiμcni KZ model
  = 01  = 12 (6.1)
B) za FKZ model   = 01  = 12  = 078
Za modeliranje ponašanja frikcionog prigušivaμca koriste se sledéce vrednosti para-
metara
 = 01  = 10 (6.2)
Prilikom analize bíce koriš́ceni sledéce vrednosti parametara za seizmiμcku pobudu:
1) za opadajúcu sinusnu pobudu opisanu jednaμcinom (3.21):
 = 12;  = 005; ­ = 10 (6.3)
2) za model pobude u vidu Rikerovih talasa opisanih jednaμcinom (3.22) :
0 = 001 1 = 133 2 = 10 3 = 8 4 = 67 5 = 5 (6.4)
1 = 40 2 = 30 3 = 25 4 = 125 5 = 175;
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3) za model pobude u obliku El Centro zemljotresa usvojena je interpolirana funkcija





gde je (2) stvarni zapis ubrzanja sa akcelerograma. Na Slici 4. prikazani su gra…ci
usvojenih funkcija seizmiμcke pobude:














Slika 4. Zemljotresna pobuda: Opadajúca sinusoida (crna), Rikerova pobuda (crvena),
El Centro (plava)
U primeni ASEF usvojena je vrednost  = 15 za broj μclanova, dok je  = 50 zadata
vrednost vremenskog intervala.
Kapacitet upravljaμckog ure†aja je limitiran vrednostima min = ¡03 max = 03
Prva aproksimacija za metod sukcesivnih aproksimacija u svim sluμcajevima je 0() =
0.
U nastavku će za razliμcite sluμcajeve biti prikazani dijagrami pomeranja 1() i brzine
2() u vremenskom domenu, zatim funkcije prenosne sile inercije (seizmiμcka pobuda)-
(2)(), sile u viskoelastiμcnom elementu () i sile trenja () kao i dijagram pomeranje-
brzina u parametarskom obliku (fazna trajektorija pomeranje-brzina 2(1())). U nared-
nim prikazima levo je sluμcaj bez upravljanja a desno odgovarajúce veliμcine na optimalnom
rešenju, tako da se direktno moμze pratiti efekat optimizacije.
6.1 Sluμcajevi A_I_1, 2, 3 bez i sa upravljanjem
Prvo se prikazuju rezultati za Kelvin-Zenerov model. Za gore izabrane parametre numer-
iμckom integracijom dobijeno je kretanje sistema za sluμcaj bez upravljanja  () = 0 bíce
45
u gra…μckim prikazima levo, a zatim i sa upravljanjem  () 6= 0 što će se radi lakše kom-
paracije prikazati u istom redu desno. Relativno pomeranje 1 () i relativna brzina 2 ()
superstrukture, krive redom oranμz i zelene boje, prenosna sila inercije (2) ()  sila trenja
 () kriva braon boje, i sila u viskoelastiμcnom štapu  () kriva boje magenta, su dobijene
iz Košijevog problema za dinamiμcki model (bez upravljanja), a zatim, na slikama desno, te
iste veliμcine dobijene rešavanjem dvotaμckastog graniμcnog problema za postavljeni zadatak
optimizacije. Najzad prikazani su i fazni dijagram (za kretanje bez upravljanja) 2 (1) i
funkcija upravljanja  () 
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6.1.1 Sluμcaj A_I_1
Za sluμcaj pobude date u obliku opadajúce sinusioide (kriva crne boje) dobijaju se sledéci
rezultati.
Slika 5. A_I_1: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b);
pobuda (2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d);
fazni dijagram 2 (1) za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).
Napominje da su na slikama a) i b) odnosno c) i d) prikazane iste veliμcine repek-
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tivno ali na razliμcitim skalama. U narednoj tabeli date su numeriμcke vrednosti koje
mogu da posluμze za poredjenje kretanja sa i bez upravljanja i najzad na osnovu kojih
se moμze proceniti efekat optimizacije. Radi se maksimalnoj vrednosti relativnog pomer-
anja j1maxj  maksimalnoj vrednosti relativne brzine j2maxj  maksimalnoj vrednosti sile
u viskoelastiμcnom štapu, vrednostima kriterijuma optimalnosti za dinamiμcki zadatak 0
i zadatak optimalnog upravljanja ¤ kao i ovde uvedene mere ¢ date jednaμcinom (4.2).
U Tabeli 2 se daje i broj iteracija za MSA (MSA)
Tabela 2








Primécuje se da dejstvo aktivnog upravljaμckog uredjaja, prema oμcekivanju, znaμcajno
smanjuje i relativno pomeranje i relativnu brzinu, dok isto tako znaμcajno smanjuje silu
u pasivnom viskoelastiμcnom prigušivaμcu što sigurno doprinosi njegovom duμzem veku tra-
janja. Naime, treba istáci da je u ovom zadatku upravljanje bilo stešnjeno ograniμcenjem da
po apsolutnoj vrednosti ne prelazi 0.3, te da i ta vrednost znaμcajno smanjuje maksimalnu
silu u pasivnom viskoelastiμcnom prigušivaμcu sa 1.202 na 0.755. Najzad vidi se i da je
kriterijum optimalnosti smanjen za preko 50%. Gra…ci sile trenja i sile u viskoelastiμcnom
elementu za sluμcaj bez i sa upravljanja redom prikazane gra…cima c) i d) odredjuju silu
koja se sa temelja prenosi na superstrukturu.
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6.1.2 Sluμcaj A_I_2
Za pobudu Rikerovog tipa dobijaju se sledéci gra…ci.
Slika 6. A_I_2: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b); pobuda
(2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d); fazni dijagram 2 (1)
za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).












Za sluμcaj ove pobude funkcional je smanjen za 40.66 %, a sila u viskoelastiμcnom štapu
za oko 30%.
6.1.3 Sluμcaj A_I_3
Za sluμcaj pobude dobijene interpolacijom akcelerograma zemljotresa El Centro dobija se
sledéci portret.
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Slika 7. A_I_3: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b); pobuda
(2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d); fazni dijagram 2 (1)
za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).
51
U Tabeli 4 date su ekstremne vrednosti atributa kretanja i kriterijuma optimalnosti
sa i bez upravljanja.
Tabela 4








I za ovaj sluμcaj pobude, iako na prvi pogled nije bilo relativno velikog smanjenja
otklona, brzine i sile u viskoelastiμcnom štapu, dobija se nezanemarljiv efekat optimizacije
jer se kriterijum u sluμcaju sa upravljanjem smanjio za 22.12%. Napominje se da su u
svim ovim primerima prisutni pasivni prigušivaμci frikcionog i celobrojnog tipa. Jasno je
da bi bez tih elemenata vrednost kriterijuma optimalnosti bila višestuko véca. Na osnovu
Slike 7f primécuje sa je upravljanje znatno manje od maksimalne i minimalne dozvoljene
vrednosti.
6.2 Sluμcajevi B_I_1, 2, 3 bez i sa upravljanjem
U prethodna tri primera rešavan je zadatak optimizacije za celobrojni model i materijal
koji se modelira KZM. Sada su na redu primeri za FKZM koji dobro opisuje svojstva
elastomera i polimera koji se i koriste u gradjevinskim konstrukcijama. Zato je model
kretanja sistema inicijalno dat u obliku diferencijalnih jednaμcina realnog reda., pa se za
primenu istiog alata kao u prethodnoj sekciji taj sistem aproksimira sistemom diferencijal-
nih jednaμcina celobrojnog reda primenom ASEF sa 15 momenata funkcije pod operatorom
frakcionog izvoda koji u obzir uzimaju memorijske efekte i za silu i za dilataciju u viskoe-
lastiμcnom štapu. I sada će se analizirati tri tipa pobude. Pri tome će se zadrμzati isti
oblik prezentacije numeriμckih rešenja Košijevog problema (sluμcaj bez uprevljanja) levo i
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rešenja dvotaμckastog graniμcnog problema dobijenog primenom Pontrijaginovog principa
maksimuma i MSA. Ova sekcija predstavlja centralni doprinos ove teze.
6.2.1 Sluμcaj B_I_1
Za sluμcaj pobude date u obliku opadajúce sinusioide (kriva crne boje) i FKZM dobijaju
se sledéci rezultati.
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Slika 8. B_I_1: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b); pobuda
(2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d); fazni dijagram 2 (1)
za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).
U Tabeli 5 date su ekstremne vrednosti atributa kretanja i kriterijuma optimalnosti u
sluμcaju dejstva oblika opadajúce sinusoide.
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Tabela 5








Nešto véce vrednosti za dinamiμcki zadatak u sluμcaju FKZM u odnosu na vrednosti
Tabeli 2 koja se odnosi na KZM su i oμcekivane, jer se sa smanjenjem reda izvoda smanjuje
i disipacija energije kod viskoelastiμcnog prigušivaμca, videti [66].
6.2.2 Sluμcaj B_I_2
Za FKZM i pobudu Rikerovog tipa, numeriμcka rešenja Košijevog i odgovarajúceg graniμcnog
problema daju sledéce gra…ke.
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Slika 9. B_I_2: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b); pobuda
(2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d); fazni dijagram 2 (1)
za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).












I u ovom sluμcaju efekat optimizacije je smanjenje kriterijuma optimalnosti za oko 40%
kao i u sluμcaju A_I_2. Komentar o disipaciji energije pri prelazu od prvog izvoda  = 1,
tj. KZM na  = 078 što odgovara FKZM je isti kao u prethodnom sluμcaju.
6.2.3 Sluμcaj B_I_3
Za sluμcaj FKZM i pobude dobijene interpolacijom akcelerograma zemljotresa El Centro
dobija zazadatak dinamike i zadatak optimalnog upravljanja dobijaju se sledéci rezultati.
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Slika 10. B_I_3: pomeranje 1 () i brzina 2 () bez (a) i sa upravljanjem (b); pobuda
(2) ()  sila trenja  () i sila  () bez (c) i sa upravljanjem (d); fazni dijagram 2 (1)
za  () = 0 (e) i upravljanje  () (f).
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U Tabeli 7 date su numeriμcke vrednosti za ekstreme pomeranja, brzine i sile u viskoe-
lastiμcnom prigušivaμcu kao i vrednosti funkcionala za zadatke bez i sa upravljanja.
Tabela 7








Rezultati ove sekcije su potpuno originalni i predstavljaju glavni doprinos ove teze.
6.3 Diskusija i komentari dobijenih rezultata
6.3.1 O efektima pasivnih prigušivaμca
Uticaj pasivnih prigušivaμca se moμze proceniti analizom kretanja superstrukture za sluμcaj
kada je ona kruto vezana za temelj. Tada bi se integracijom pobude dobila brzina a još jed-
nom integracijom i pomeranje superstrukture, pa bi se mogao izraμcunati funkcional (4.1).
Za sluμcaj opadajúce sinusoide dobija se vrednost 14215 što znaμci da pasivno prigušenje
smanji ovaj funkcional za oko 50%, videti Tabelu 1. Dodatnom smanjenju doprinosi i
dejstvo koje se ostvaruje aktivnim uredjajem tako da se pasivnim i aktivnim elemen-
tima efekat ovog sistema seizmiμcke zaštite na ovom primeru moμze proceniti sniμzavanjem
izabrane mere za 73.5%. Sliμcno se za sluμcaj Rikerove pobude bez pasivnih prigušivaμca
vrednost funkcionala (4.1) od 5.488 što navodi na sliμcan zakljuμcak kao malopre. Medjutim
za sluμcaj pobude tipa zemljotresa El Centro zbog velikih nagiba i velike uμcestanosti kre-
tanje superstrukture bez pasivnog prigušenja dovodi do vrednosti funkcionala (4.1) koja
je skoro 2000 puta véca od one sa ovde izabranim parametrima pasivnih prigušivaμca.
Jedan od ciljeva ove teze bio je da se razvije model za kvanti…kaciju efekata pasivnih
prigušivaμca. Za neke druge vrednosti parametara u konstitutivnoj aksiomi lako se moμze
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dóci do te kvanti…kacije što u praktiμcnim primenama i odredjuje izbor materijala elas-
tomera/polimera za pasivni prigušivaμc.
Jasno je da zbog razliμcite prirode izabranih seizmickih pobuda nema smisla porediti
rezultate na primer A_I_1 sa A_I_2 ili A_I_3.
6.3.2 O restrikcijama u konstitutivnoj aksiomi
U svom nastanku frakcioni raμcun se prvo koristio za …tovanje krivih. Medjutim u pri-
meni na konstitutivne aksiome celobrojne i frakcione viskoelastiμcnosti tim aksiomama se
naméce uslov energijske konzistentnosti. Svaki proces deformacije je strogo disipativan.
Medjutim, u problemima identi…kacije vrednosti parametara u modelu, μcesto se te vred-
nosti dobijaju kao rešenja nelinearnih sistema jednaμcina, koji mogu da imaju i višestruka
rešenja. Nisu sva rešenja termodinamiμcki konzistentna. Tako na primer ako se naruši
uslov (3.4)2 i u Kelvin-Zenerov model stavi  = 12  01 =  onda energija sistema
stalno raste a da nije izvršen nikakav rad što je praktiμcno nemogúce. Za ilustraciju na
Sl. 11 prikazano je kretanje u faznoj ravni za taj sluμcaj. Vidi se da se radi o divergiranju
funkcija 1 u 2 kada !1
Slika 11. Fazni portret kretanja pri narušavanju ograniμcenja koja diktira drugi zakon
termodinamike.
Ova napomena je veoma vaμzna jer za svaki model viskoelastiμcnog tela postoje ograniμcenja
koja spreμcavaju ovakvu nekonzistentnost, tj obezbedjuju disipaciju energije ab initio. U
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radovima [50] i [51] su data termodinamiμcka ograniμcenja za koe…cijente klasiμcnog i frak-
cionog Brurgersovog modela viskoelastiμcnog tela, koje se u analizi unutrašnjeg trenja
inμzenjerskih konstrukcija koriste umesto Kelvin-Zenerovog tipa. Tako se na primer za
parametre identi…kovane u radu [19] za μcetiri sluμcaja sleganja tla pri izradi tankova za
naftu moμze proveriti da navedene vrednosti zadovoljavaju ograniμcenja 2.7.
Interesantno bi bilo uporediti disipaciju energije za Burgersov tip pasivnog viskoe-
lastiμcnog prigušivaμca za ovde postavljen problem ali to prevazilizi okvire ovog rada i moμze
biti jedan od pravaca za dalja istraμzivanja.
6.3.3 O izabranom modelu frikcionog prigušivaμca
Problemi kretanja mehaniμckih sistema u kojima desne strane u diferencijalnim jednaμci-
nama krtanja sadrμze multifunkcije zahtevaju poseban tretman videti [26]. U ovde postavl-
jenom problemu sila trenja () modelirana je regularizovanim Kulonovim zakonom, jer
to znaμcajno pojednostavljuje problem. Zato se naméce pitanje šta bi bilo u sluμcaju da se
umesto glatkog/regularizovanog modela suvog trenja ovde upotrebi model koji ukljuμcuje
multifunkcije. U tom sluμcaju kretanje se razlaμze na faze prema smeru relativne brzine pri
μcemu se dozvoljava i faza priljubljivanja u kojoj se sila trenja () odredjuje kao funkcija
vremena iz jednaμcina kretanja uz uslov da su i relativna brzina i relativno ubrzanje jed-
naki nuli na nekom intervalu vremena. Pri tome je u izraμcunavanju funkcionala 4.1 oblast
integracije potrebno podeliti na podoblasti za svaku od faza. Tako se na primer moμze
uporediti kretanje za sluμcaj A_I_1 opisan u Sekciji 4.1 i sluμcaj A_II_1 opisan u Sekciji
4.2. Rezultat poredjenja dat na Slici 12 i u Tabeli 8.
Na Slici 12 prikazani su atributi kretanja sistema za ova dva sluμcaja. Detalj sa Slike
12 d) prikazuje faze priljubljivanja kada su i relativna brzina i relativno ubrzanje jednaki
nuli. Treba napomenuti da se priljubljivanje pojavljuje samo za sluμcaj kada se sila trenja
modelira multifunkcijom i to, za ovaj tip pobude, u periodu kada se véc brzina znaμcajno
smanji. Na Slici 12 b) primetna je konstantnost pomeranja u periodima priljublivanja,
dok se na Slici 12 f) za te periode prikazuje zavisnost sile trenja od vremena. Izdvojeni
detalji to još bolje ilustruju.
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Slika 12. Komparacija rezultata za sluμcaj regularizovanog modela trenja (levo) i sile
trenja kao multifunkcije (desno).
U Tabeli 8 daje se uobiajena komparacija maksimalnih vrednosti atributa kretanja i vred-
nosti funkcionala kao mere odstupanja od poloμzaja relativne ravnoteμze.
Tabela 8
KZM Model trenja 






Iz vrednosti prikazanih u Tabeli 8 zakljuμcuje se da odstupanja maksimalnih vrednosti
relativnog pomeranja, relativne brzine i sile u viskoelastiμcnom štapu gotovo i da nema,
dok se vrednosti funkcionala (4.1) razlikuju za manje od 2%. To i opravdava upotrebu
regularizovanog modela trenja za probleme dinamike.
Kada se uzme u obzir da je razlika u predvidjanjima modela relativno mala a razlika u
broju operacija u primeni Pontrjaginovog principa maksimuma priliμcno velika, upotreba
regularizovanog modela trenja se μcini opravdanom i u problemima optimizacije. Poslednje
bi još više bilo izraμzeno kada bi se uradila komparacija sluμcajeva B_I_1 i B_II_1. Najzad
i μcinjenica da su radovi u kojima se prikazuju rešenja problema optimalnog upravljanja u
prisustvu suvog trenja veoma retki, a da, prema saznanju autora, radova iz optimizacije
u kojima se optimizira kretanje sistema koje se opisuje i uz pomóc frakcionih izvoda i
uz pomóc multifunkcija gledano u odnosu na promenjive stanja, nema, opravdava ovde





U ovoj tezi prouμcen je problem seizmiμcke zaštite bazno izolovanog objekta pomócu pa-
sivnog frakcionog viskoelastiμcnog prigušivaμca, pasivnog frikcionog prigušivaμca i aktivnog
upravljaμckog uredjaja ograniμcenih performansi. Kvanti…kacija efekata pasivnih priguši-
vaμca i aktivnog uredjaja je uradjena na osnovu uporedjivanja atributa kretanja rešenja
Košijevog problema za zadatak dinamike sa rešenjem dvotaμckastog graniμcnog problema
za zadatak optimizacije. Oba problema su rešavana numeriμcki. U oba sluμcaja je sis-
tem frakcionih diferencijalnih jednaμcina, zamenjen ekvivalentnim sistemom diferencijal-
nih jednaμcina celobrojnog reda. Pri tome se koristila ekspanziona formula Atanackovíca
i Stankovíca koja levi Riman-Ljuvilov frakcioni izvod funkcije reda manjeg od 1, menja
funkcijom, njenim izvodom i konaμcnim brojem momenata te funkcije. Sila trenja je mod-
elirana kao glatka funkcija koja regularizuje Kulonov zakon suvog trenja koji je dat u ob-
liku multifunkcije. Analizirana su tri tipa seizmiμcke pobude opadajúca sinusoida, Rikerova
talasna funkcija i interpolirani akcelerogram zemljotresa El Centro. Kriterijum optimal-
nosti motivisan je teorijom linearnih regulatora u obliku da se relativno pomeranje, rela-
tivna brzina i dejstvo upravljaμckog uredjaja minimiziraju na speci…ciranom vremenskom
intervalu. Problem optimalnog upravljanja postavljen je u okvir Pontrjaginovog Prin-
cipa Maksimuma i rešavan metodom sukcesivnih aproksimacija koji su predloμzili Krilov i
μCernousko.
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Sa obzirom na frakcionu viskoelastiμcnost ispitivan je frakcioni Kelvin-Zenerov model u
prisustvu ograniμcenja na parametre u modelu koja su posledica entropijske nejednakosti.
Pored toga postavljene su osnove za primenu frakcionog Burgersovog modela kao alterna-
tive za realizaciju pasivnog viskoelastiμcnog prigušivaμca. U okviru rada na tezi formulisana
su ograniμcenja na parametre frakcionog Burgersovog modela koja obezbedjuju energijsku
konzistentnost problema. Rezultati prikazani u Tabeli 1, publikovani u referencama [52],
[53] i [54] predstavljaju originalni doprinos teze i véc su publikovani.
Rezultati prikazani na slikama 5 - 10 i u tabelama 2 - 7 su takodje originalni doprinos
teze μcije se publikovanje oμcekuje. Kao rezultat dejstva upravljaμckog uredjaja izabrani
kriterijum optimizacije je znaμcajno smanjen i to izmedju 20 i 50% što direktno utiμce na
smanjenje negativnih efekata zemljotresne pobude. Sila u viskoelastiμcnom elementu se pri
tome smanjuje u intervalu od 20 do 30% što moμze da utiμce na radni vek tog elementa.
Vaμznost ograniμcenja koja diktira entropijska nejednakost ilustrovana je na primeru
Kelvin-Zenerovog modela. Pokazano je da narušavanje ograniμcenja vodi ka nestabilnosti
koju nikakva optimizacija ne moμze da uredi, videti Sliku 11. Na primeru Kelvin-Zenerovog
modela pokazana je i razlika u ponašanju sistema koja proizilazi iz zamene regularizovanog
modela suvog trenja modelom koji ukljuμcuje trenje kao multifunkciju, videti Sliku 12 i
Tabelu 8. Kada se u obzir uzmu relativno mala razlika u ponašanju koja se kvantitativno
izraμzava relativno malim razlikama u atributima kretanja i kriterumu odstupanja od rel-
ativne ravnoteμze, a kvalitativno u pojavi faza priljubljivanja u drugom sluμcaju i sloμzenost
problema optimalnog upravljanja koju taj drugi model trenja prouzrokuje, izabrani model
se μcini opravdanim. U krajnjoj liniji taj regularizovani model i dominira u radovima koji
se odnose na problematiku kretanja mehaniμckih sistema u prisustvu suvog trenja.
Navedeni rezultati, dobijeni u okviru izrade ove teze mogu biti od interesa za projek-
tovanje realnih gradjevinskih konstrukcija u regijama sklonim zemljotresu.
7.2 Otvoreni problemi
Tokom izrade ove teze identi…kovano je nekoliko otvorenih problema sa kojima se moμze
nastaviti ovde zapoμceto istraμzivanje.
Kao prvi, naméce se problem izmene kriterijuma optimalnosti tj. da se umesto mini-
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mizacije funkcionala (5.1) na speci…ciranom intervalu vremena, zahteva zaustavljanje kre-
tanja u minimalnom vremenu. Ovaj problem „seizmiμcke brahistohrone” zahteva uvodjenje
terminalne kon…guracije a time i dopunu metoda sukcesivnih aproksimacija na primer
metodom kaznene funkcije što moμze a ne mora da garantuje konvergenciju ka optimalnom
rešenju. Pri tome se mora voditi raμcuna i o tehniμcki ograniμcenim performansama aktivnog
uredjaja.
Drugi problem tiμce se primene rezultata neglatke mehanike koja se znaμcajno razvila
u poslednjim dekadama. To vodi ka problemima optimizacije u modelima koji ukljuμcuju
neglatke i nelokalne operatore, tj. frakcione viskoelastiμcne prigušivaμce sa modelima trenja
koji ukljuμcuju multifunkcije. Pri tome se kao problem pojavljuje povezivanje memorijskih
efekata sa razliμcitim fazama kretanja koje prouzrokuju prelazi iz klizanja u priljubljivanje
i iz priljubljivanja u klizanje.
Kao tréci problem postavlja se zamena frakcionog Kelvin-Zenerovog modela, jednim
od mogúcih frakcionih modela Burgersovog tipa, za koji je priprema véc uradjena, videti
Tabelu 1. Taj problem sa sa aspekta dinamike i teorije optimalnog upravljanja dovodi
do modela kretanja koji ukljuμcuju integro diferencijalne jednaμcine odnosno integrale tipa
konvolucije, da bi se problem zadrμzao u okvirima Njutnovske mehanike u kojoj sila ne
zavisi od ubrzanja, videti [55], [58], [68].
Najzad, logiμcan nastavak je analiza sistema sa više stepeni slobode, kao na primer u
[45] što znaμcajno povécava obim posla i usloμznjava numeriμcke simulacije jer se u prisustvu
suvog trenja pojavljuje kombinatorna analiza. Naime, svaki blok/sprat bi se u odnosu
na onaj ispod njega mogao klizati u jednu ili drugu stranu ili pak biti u stanju relativne
ravnoteμze. Tako bi za 5 blokova/spratova, prema [57] to dovelo do 35 = 243 mogúce
kombinacije. Moμze se pretpostaviti i da se superstruktura modelira kao rasporedjena
masa, tj. kao sistem sa beskonaμcno mnogo stepeni slobode, μcime se u model ukljuμcuju
parcijalne diferencijalne jednaμcine, videti na primer [62], i problem postaje još zahtevniji.
Iskorak u bilo kom od ova μcetiri navedena pravca daljih istraμzivanja moμze doprineti
boljem razumevanju problema seizmiμcke zaštite.
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e) JPG фајл, датотека ___________________ 
f) Остало, датотека ____________________ 
 
1.3.2. Број записа (код квантитативних података) 
 
а) број варијабли ___________________________________________________ 
б) број мерења (испитаника, процена, снимака и сл.)  ______________________ 
 




Уколико је одговор да, одговорити на следећа питања: 
а) временски размак измедју поновљених мера је ______________________________ 
б) варијабле које се више пута мере односе се на ________________________________ 
в) нове верзије фајлова који садрже поновљена мерења су именоване као ____________ 
 
Напомене:  ______________________________________________________________ 
 
Да ли формати и софтвер омогућавају дељење и дугорочну валидност података? 
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а) Да 
б) Не 




2. Прикупљање података 
 
2.1 Методологија за прикупљање/генерисање података 
 
2.1.1. У оквиру ког истраживачког нацрта су подаци прикупљени?  
а) експеримент, навести тип _________________________________________________ 
б) корелационо истраживање, навести тип ________________________________________ 
ц) анализа текста, навести тип ________________________________________________ 
д) остало, навести шта ______________________________________________________  
 
2.1.2 Навести врсте мерних инструмената или стандарде података специфичних за одређену 





2.2 Квалитет података и стандарди  
 
2.2.1. Третман недостајућих података 
а) Да ли матрица садржи недостајуће податке? Да Не 
 
Ако је одговор да, одговорити на следећа питања: 
а) Колики је број недостајућих података? __________________________ 
б) Да ли се кориснику матрице препоручује замена недостајућих података? Да    Не 
в) Ако је одговор да, навести сугестије за третман замене недостајућих података 
______________________________________________________________________________ 
 
2.2.2. На који начин је контролисан квалитет података? Описати 
 
 











3. Третман података и пратећа документација 
 
3.1. Третман и чување података 
 
3.1.1. Подаци ће бити депоновани у ___________________________________ репозиторијум. 
3.1.2. URL адреса  _______________________________________________________________ 
3.1.3. DOI ______________________________________________________________________ 
 
3.1.4. Да ли ће подаци бити у отвореном приступу? 
а) Да 
б) Да, али после ембарга који ће трајати до ___________________________________ 
в) Не 
 
Ако је одговор не, навести разлог ________________________________________ 
 







3.2 Метаподаци и документација података 
3.2.1. Који стандард за метаподатке ће бити примењен? _________________________________ 
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Ако је потребно, навести методе које се користе за преузимање података, аналитичке и 










3.3 Стратегија и стандарди за чување података 
3.3.1. До ког периода ће подаци  бити чувани у репозиторијуму? _______________________ 
3.3.2. Да ли ће подаци бити депоновани под шифром? Да   Не 
3.3.3. Да ли ће шифра бити доступна одређеном кругу истраживача? Да   Не 
3.3.4. Да ли се подаци морају уклонити из отвореног приступа после извесног времена?  






4. Безбедност података и заштита поверљивих информација 
 
Овај одељак МОРА бити попуњен ако ваши подаци  укључују личне податке који се односе на 
учеснике у истраживању. За друга истраживања треба такође размотрити заштиту и сигурност 
података.  
4.1 Формални стандарди за сигурност информација/података 
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Истраживачи који спроводе испитивања с људима морају да се придржавају Закона о заштити 
података о личности (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) и 
одговарајућег институционалног кодекса о академском интегритету.   
 
 
4.1.2. Да ли је истраживање одобрено од стране етичке комисије? Да Не 
Ако је одговор Да, навести датум и назив етичке комисије која је одобрила истраживање 
______________________________________________________________________________ 
 
4.1.2. Да ли подаци укључују личне податке учесника у истраживању? Да Не 
Ако је одговор да, наведите на који начин сте осигурали поверљивост и сигурност информација 
везаних за испитанике: 
а) Подаци нису у отвореном приступу 
б) Подаци су анонимизирани 




5. Доступност података 
 
5.1. Подаци ће бити  
а) јавно доступни 
б) доступни само уском кругу истраживача у одређеној научној области   
ц) затворени 
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5.4. Навести лиценцу под којом ће прикупљени подаци бити архивирани. 
______________________________________________________________________________ 
 
6. Улоге и одговорност 
 










6.3. Навести име и презиме и мејл адресу особе која омогућује приступ подацима другим 
истраживачима 
 
______________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
